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1. 网格游戏

使用动态规划的方法求解最优解 𝑉𝑡(𝑠), 表示状态 s 的最大值当还有 t 步游戏结束以后。
𝑉 ∗(𝑌 ) = 25，𝑉 ∗(𝑋) = 25

8 。在 6 次后 (或第 7 次迭代时) 所有状态 𝑉 值收敛。
2. 骰子游戏

1)

状态 3 至 6 的行动都是停止，则 𝑉 (𝑠𝑖) = 𝑖，对于所有 𝑖 ∈ {3, 4, 5, 6}。因为游戏停止，
玩家收取相应投数量的金钱。对于 𝑉 (𝑠1), 𝑉 (𝑠2) 可以利用 Bellman 等式求解，即：

𝑉 (𝑠1) = − 1 + 1
6[𝑉 (𝑠1) + 𝑉 (𝑠2) + 3 + 4 + 5 + 6]

𝑉 (𝑠2) = − 1 + 1
6[𝑉 (𝑠1) + 𝑉 (𝑠2) + 3 + 4 + 5 + 6]

解得 𝑉 (𝑠1) = 𝑉 (𝑠2) = 3。
2)

根据 Bellman 等式，可以推出：

𝜋(𝑠) = arg max
𝑎

𝑄(𝑠, 𝑎)

𝑄(𝑠, 𝑎) = ∑ 𝑇 (𝑠, 𝑎, 𝑠′)[𝑅(𝑠, 𝑎, 𝑠′) + 𝛾𝑉 (𝑠′)]

给定上一步算出的状态值，对于每个状态 𝑆𝑖，采取继续投掷的回报值是 −1 + 1
6(3 + 3 +

3 + 4 + 5 + 6) = 3，而采取停止的回报值是 𝑖。因为每个状态选择的是最大回报值的行
动，所以，更新后的策略是：状态 𝑠1, 𝑠2 采取继续的行动，𝑠4, 𝑠5, 𝑠6 都采取停止，在状
态 𝑠3 采取继续和停止行动的回报值是相等的，所以两个行动采取哪一个都可以。

3)
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从 2) 中可以发现 𝜋(𝑠) 和 𝜋′(𝑠) 这两个策略等效，所以策略迭代算法已经收敛，𝜋(𝑠) 是
最优策略。

3. 强化学习算法

1)

Q 状态值原本应该是状态值的加权平均，但是我们不知道权值，只有样本，所以用样本
值的移动平均法（时间差分法，或叫指数平均法）来近似。利用样本更新 Q 状态值的公
式如下所示：

𝑄(𝑠, 𝑎) ←(1 − 𝛼)𝑄(𝑠, 𝑎) + 𝛼SampleVal
SampleVal =𝑟(𝑠, 𝑎, 𝑠′) + 𝛾 max

𝑎′
𝑄(𝑠′, 𝑎′)

计算本题中的两个 Q 状态值，实际只需要相关的三个样本进行以下的计算：

𝑄(𝐴,前进) ←(1 − 𝛼)𝑄(𝐴,前进) + 𝛼(𝑟 + 𝛾 max
𝑎

𝑄(𝐵, 𝑎)) = 0.5(0) + 0.5(2 + 0) = 1
𝑄(𝐶,停止) ←(1 − 𝛼)𝑄(𝐶,停止) + 𝛼(𝑟 + 𝛾 max

𝑎
𝑄(𝐴, 𝑎)) = 0.5(0) + 0.5(0 + 1) = 0.5

𝑄(𝐶,前进) ←(1 − 𝛼)𝑄(𝐶,前进) + 𝛼(𝑟 + 𝛾 max
𝑎

𝑄(𝐴, 𝑎)) = 0.5(0) + 0.5(2 + 1) = 1.5

a) 0.5

b) 1.5

2)

为了提高表达的泛化性，Q 状态值用特征函数的线性组合来表示，即，𝑄(𝑠, 𝑎) =
∑𝑖 𝑤𝑖𝑓𝑖(𝑠, 𝑎)，给定样本，根据梯度下降法更新权值 𝑤𝑖：

𝑤𝑖 ←𝑤𝑖 + 𝛼(diff)𝑓𝑖(⋅)
diff =sampleVal − 𝑄(𝑠, 𝑎)

sampleVal =[𝑟 + 𝛾 max
𝑎′

𝑄(𝑠′, 𝑎′)]

相关的特征函数值可计算：𝑓1(𝐴,前进) = 1, 𝑓2(𝐴,前进) = 1。
a)

初始时 𝑤𝑖 = 0，计算原始的 𝑄(𝐴,前进) = 𝑤1𝑓1(𝐴,前进) = 1 + 𝑤2𝑓2(𝐴,前进) = 0，同
样地，𝑄(𝐵,前进) = 𝑄(𝐵,停止) = 0。获得第一个样本，diff = [𝑟 + 𝛾 max𝑎 𝑄(𝐵, 𝑎)] −
𝑄(𝐴,前进) = 4，继而得到：
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𝑤1 =𝑤1 + 𝛼(diff)𝑓1(𝐴,前进) = 2
𝑤2 =𝑤2 + 𝛼(diff)𝑓2(𝐴,前进) = 2

• 𝑤1 = 2
• 𝑤2 = 2
b)

获得第二个样本，此时，𝑤1 = 𝑤2 = 2，相应的特征函数值，𝑓1(𝐵,停止) = 1, 𝑓2(𝐵,停止) =
−1；𝑄(𝐵,停止) = 2 ⋅ 1 + 2(−1) = 0, 𝑄(𝐴,前进) = 2 ⋅ 1 + 2 ⋅ 1 = 4, 𝑄(𝐴,停止) =
2 ⋅ 1 + 2 ⋅ (−1) = 0。
而且，diff = [𝑟 + 𝛾 max𝑎 𝑄(𝐴, 𝑎)] − 𝑄(𝐵,停止) = [0 + 1 ⋅ 4] − 0 = 4，继而得到：

𝑤1 =𝑤1 + 𝛼(diff)𝑓1(𝐵,停止) = 2 + 0.5 ⋅ 4 ⋅ 1 = 4
𝑤2 =𝑤2 + 𝛼(diff)𝑓2(𝐵,停止) = 2 + 0.5 ⋅ 4 ⋅ (−1) = 0

• 𝑤1 = 4
• 𝑤2 = 0
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